ベクトルの発散

橋本佳男

電気磁気学での電界の発散

　電気磁気学で電荷があるとそこから電気力線、または電界が湧いてでてくることを学習する。ベクトルの発散は、divや∇・といった計算が微分演算であることから、微小な立体から湧いてくる電界を計算することになる。ところが、極端に理想化された点電荷などを除けば、無限に小さい立体の電荷はゼロとなるため、電荷の面密度、単位[C/m3]に対して、微小な領域で湧いてくる電界（電界の微分量、単位[V/m2]）を求める

微小な直方体での電界の計算

　xを０から⊿xまで、ｙを０から⊿ｙまで、ｚを0から⊿ｚまでとる微小な直方体（もちろん⊿x、⊿ｙ、⊿ｚは無限小の極限）を考える。この直方体を含む空間で、ベクトルEを考えよう。


ｘ＝０の面では、ベクトルが、
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ｘ＝⊿ｘの面では、このベクトルが
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となる。

　ここで注意すべきは、ｘ＝０の面からこの直方体に入るベクトルEの成分は、Exのみである。したがって、ｘ＝０の面から直方体に入るものは、
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となる。さらにｘ＝⊿ｘから出て行くベクトル成分も同様で、
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である。

　この2つの面での出入りを合計すると、
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となる。
　同様に、ｙ＝０の面とｙ＝⊿ｙの面で
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ｚ＝０とｚ＝⊿ｚの面で、
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といったベクトルの出入りがある。

　ここで、
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などとおくと、体積⊿ｘ⊿ｙ⊿ｚの直方体に出入りするベクトルは、
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となる。

　さらに、⊿ｘ、⊿ｙ、⊿ｚを無限小に、すなわち単位体積あたりで、ある点の湧き出しを考えると、
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となる。

ガウスの定理
　上述の微小な直方体を多数並べると、任意形状の立体（表面積S）を作ることができる。２つの直方体が微小面積ΔＳで接していると、この面で一方から湧き出した電界は他方に入り込むため、ΔＳを考慮することなく、全体の表面からの湧き出しを考えればよいことになり、立体の積分を表面での積分に変換することができる。ただし、解析的な都合により、表面から垂直に湧き出しているベクトル成分のみを合計する必要があるため、式は、
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となる。ただし、nはSの単位法線ベクトル（Sから外へ向かう方向）である。
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